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КИРИШ 
Панжарадаги учта бир хил ва учта ҳар хил заррачалар системасига мос 
келувчи модель операторлар (гамильтонианлар ёки энергия операторлари) 
билан боғлиқ муаммолар қаттиқ жисмлар физикаси, статистик физика, квант 
майдон назарияси ва замонавий математик физиканинг яна кўплаб соҳаларида 
учраб туради. Бундай операторларнинг муҳим ва дискрет спектрини ўрганиш 
масаласи ўз-ўзига қўшма операторлар спектрал назариясининг кенг тадқиқ 
қилинадиган масалаларидан биридир. Эслатиб ўтиш жоизки, панжарадаги учта 
заррачали системага мос модель операторларнинг муҳим спектрининг 
жойлашув ўрнини ва тузилишини ҳамда уни ташкил қилувчи кесмалар сонини 
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аниқлашда тадқиқ қилинадиган модель операторнинг хос функцияларига мос 
келувчи Фаддеев тенгламасини ўрганиш муҳим аҳамиятга эга. Дискрет 
спектрнинг чекли ёки чексиз тўплам эканлигини аниқлашда эса Фаддеев 
тенгламасининг симметриклаштирилган вариантидн фойдаланиш қулай 
ҳисобланади. Дискрет спектр чексиз тўплам бўлган ҳолда унинг 
асимптотикасини аниқлашда симметриклаштирилган Фаддеев тенгламаси 
ёрдамида аниқланадиган Бирман-Швингер принципидан фойдаланиш мақсадга 
мувофиқдир. Шу сабабли мазкур мақолада дастлаб Фаддеев тенгламаси ва 
унинг симметриклаштирилган варианти қурилган. Сўнгра Бирман-Швингер 
принципи баён қилинган ва унинг баъзи тадбиқлари санаб ўтилган. 
ДАСТЛАБКИ ТУШУНЧАЛАР 
Мазкур бўлимда биз ўқувчига қулайлик учун мақолада ишлатиладиган 
асосий тушунчалар билан боғлиқ таъриф, тасдиқ ва теоремаларни келтириб 
ўтамиз. Маълумотлар асосан J.I.Abdullayev, R.N.G‘anixo‘jayev, M.H.Shermatov, 
O.I.Egamberdiyev. Funksional analiz. Toshkent-Samarqand-2009 номли 
қўлланмадан олинган. 
Операторлар назариясида спектр тушунчаси энг муҳим тушунчалардан 
биридир. Чизиқли оператор спектрини ўрганиш математик физика учун 
муҳимдир. Масалан, квант механикасида система Гамильтониани – бу Гильберт 
фазосидаги ўз-ўзига қўшма оператордир, унинг спектрини ўрганиш система 
физик хусусиятларини ўрганиш учун муҳимдир. Спектр тушунчасини дастлаб 
чекли ўлчамли фазолардаги операторлар учун эслатамиз. 
Фараз қилайлик, 
nn CCA →:  чизиқли оператор берилган бўлсин. Агар 
бирор   сони учун xAx =  тенглама нолмас 
nCx  ечимга эга бўлса, у ҳолда 
  сони A  операторнинг хос қиймати дейилади, унга мос келувчи нолмас x  
ечимга эса хос вектор дейилади. Чекли ўлчамли фазоларда чизиқли 
операторнинг хос қийматлари тўпламига унинг спектри дейилади. Бунда 
nn CCA →:  чизиқли оператор чегараланган оператор бўлишини эслатиб ўтиш 
лозим. Агар A  оператор чексиз ўлчамли X  фазода берилган бўлса, у ҳолда 
қуйидаги ҳоллар бўлиши мумкин: 
1)   сон учун xAx =  тенглама нолмас ечимга эга, яъни   сон A  
оператор учун хос қиймат, бу ҳолда IA −  га тескари оператор мавжуд эмас; 
2)   сон учун 
nC  фазонинг ҳамма ерида аниқланган 
1)( −− IA   оператор 
мавжуд ва демак, чегараланган; 
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3) 
1)( −− IA   оператор мавжуд, яъни xAx =  тенглама фақат ноль ечимга 
эга, лекин 
1)( −− IA   оператор X  нинг ҳамма ерида аниқланмаган ёки 
XIA − )Im(  . 
Агар C  сон учун IA −  га тескари оператор мавжуд бўлиб, у X  нинг 
ҳамма ерида аниқланган бўлса,   сони A  операторнинг регуляр нуқтаси 
дейилади ва барча регуляр нуқталар тўплами )(A  орқали белгиланади. 
A  операторнинг регуляр бўлмаган барча нуқталари тўплами A  
операторнинг спектри дейилади ва у )(A  орқали белгиланади. 
Барча хос қийматлар тўплами A  операторнинг нуқтали спектри дейилади 
ва 
)(App  билан белгиланади. 
Агар   хос қиймат бўлмаса ва XIA − )Im(  , яъни IA −  операторнинг 
қийматлар соҳаси X  нинг ҳамма ерида зич эмас. Бундай   лар тўплами A  
операторнинг қолдиқ спектри дейилади ва 
)(Aqol  каби белгиланади. 
Энди ўз-ўзига қўшма операторлар учун муҳим спектр таърифини 
келтирамиз. 
Агар бирор )(A  сон учун нолга кучсиз яқинлашувчи Hfn   бирлик 







бўлса, у ҳолда   сон *AA =  операторнинг муҳим спектрига қарашли 
дейилади. A  операторнинг муҳим спектри )(Aess  каби белгиланади. 
Операторнинг нуқтали ва қолдиқ спектрлари ўзаро кесишмайди. Нуқтали 
ва муҳим спектрлар ўзаро кесишиши мумкин. Хусусан, чексиз каррали хос 
қийматлар ҳам муҳим спектрга ҳам нуқтали спектрга тегишли бўлади. 
Таъкидлаш жоизки, чизиқли чегараланган A  операторнинг спектри 
маркази координаталар бошида ва радиуси |||| A  га тенг ёпиқ доирада 
сақланади. Агар A  ўз-ўзига қўшма оператор бўлса, бу ҳолда унинг спектри 
||]||||,||[ AA−  кесмада ётади. 
УЧ ЗАРРАЧАЛИ МОДЕЛЬ ОПЕРАТОР 
1T  - бир ўлчамли тор ва 






2T  да аниқланган квадрати билан интегралланувчи (умуман олганда 
комплекс қийматларни қабул қилувчи) симметрик функцияларнинг Ҳилберт 
фазосини белгилаймиз.  
)( 22 TL
s
 Ҳилберт фазосида 
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3210, )(: VVVHH  −+−=  (1) 
кўринишда аниқланган операторни қараймиз. Бу ерда 0H  - қўзғалмас 
оператори бўлиб, ),( u  функцияга кўпайтириш операторидир, яъни  
);,(),(),)(( 0 yxfyxuyxfH =  
V  операторлари эса қуйидагича таъсир қилувчи операторлар: 
;),()()(),)(( 11 = T dttxftvyvyxfV  
;),()()(),)(( 12 = T dtytftvxvyxfV  
 −+= 1 .),(),)(( 3 T dttyxtfyxfV  
Бу ерда −,  таъсирлашиш параметрлари деб аталувчи мусбат сонлар, 
)(v  –
1T  да аниқланувчи ҳақиқий қийматли узлуксиз функция ва ),( u  –
2T да 
аниқланган ҳақиқий қийматли симметрик узлуксиз функция. 
(1) формула билан аниқланган  ,
H
 оператор юқорида келтирилган 
фаразларда чизиқли, чегараланган ва ўз- ўзига қўшма оператор бўлади. Бу 
тасдиқ функционал анализдаги мос таърифлар ёрдамида текширилади. 
МУҲИМ СПЕКТР 
 ,H  операторнинг муҳим спектрини аниқлаш мақсадида )(2 TL  Ҳилберт 
фазосида  
( ) ( ) ,: 1
)1(
0
)1( vkhkh  −=  
( ) ( ) ,: 2
)2(
0
)2( vkhkh  −=  
формулалар ёрдамида таъсир қилувчи 
( )kh )1( , ( )kh
)2(
 , Tk  Фридрихс 
моделлари оилаларини қараймиз. Охирги формулада 
( )( )( ) ( ) ( ),,)1(0 xfxkuxfkh =  
( )( )( ) ( ) ( ),,)2(0 xfkxxuxfkh −=  
( )( ) ( ) ( ) ( ) ,1 dttftvxvxfv T=  
( )( ) ( )= T dttfxfv .2  
Фридрихс моделлари оиласининг баъзи спектрал хоссалари [1-9] ишларда 
ўрганилган. 
( ) 2,1,)(0 =
 kh  қўзғалмас операторнинг 2,1, =v  қўзғалиш оператори бир 
ўлчамли чизиқли, чегараланган ва ўз- ўзига қўшма оператор бўлади. 
Шу сабабли, чекли ўлчамли қўзғалишларда муҳим спектрнинг 
қўзғалмаслиги ҳақидаги Вейл теоремасига кўра 
( )kh )1(  операторнинг муҳим 
спектри ( )kh
)1(
0  операторнинг спектри билан, худди шунингдек ( )kh
)2(
  
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операторнинг муҳим спектри ( )kh
)2(
0  операторнинг спектри билан устма – уст 
тушади. 




 узлуксиз функцияга кўпайтириш 




0 kMkmkhkh ess 
  ==  Бу 

















Бундан эса ўз навбатида  
( )( ) )]();([ 11)1( kMkmkhess =  
ва  
( )( ) )]();([ 22)2( kMkmkhess =  
эканлиги келиб чиқади. 
Ҳар бир фиксирланган 0,   сонлари ва Tk  учун )]();([\ kMkmС   

























Одатда охирги тенгликлар ёрдамида аниқланган 
);()1(  k  ва );(
)2(  k  
функцияларга мос равишда 
( )kh )1(  ва ( )kh
)2(
  операторларга мос Фредгольм 
детерминантлари дейилади ҳамда 
( )kh )1( , ( )kh
)2(
  операторларнинг яккаланган 
чекли каррали хос қийматлари тўпламлари, яъни дискрет спектрлари учун  
( )( )  ,0);(:)]();([\ )1(11)1( == zkkMkmСzkhdisc   
( )( )  0);(:)]();([\ )2(22)2( == zkkMkmСzkhdisc   
тенгликлар ўринли бўлиши келиб чиқади. 
 ,H  операторнинг муҳим спектри 
( )kh )1(  ва ( )kh
)2(
  операторларнинг 
спектри орқали қуйидаги теоремада келтирилган тенгликлар ёрдамида 
тавсифланади. 
1-теорема. (1) формула ёрдамида аниқланган  ,
H
 операторнинг муҳим 
спектри учун қуйидаги тенглик ўринли: 























 ,H  оператор муҳим спектрининг айнан бу шаклда аниқланиши унинг 
навбатдаги хоссаларини, масалан муҳим спектрни ташкил қилувчи кесмалар 
сонини аниқлашда муҳим аҳамият касб этади. 
ФАДДЕЕВ ТЕНГЛАМАСИ 
Аввало қуйидаги Ҳильберт фазосини киритамиз 
}.2,1),(:),({:)( 1221
1)2(
2 ===  TLggggTL  
Ҳар бир фиксирланган 
( ) ,\ HCz ess  сони учун )(
1)2(
2 TL  фазода таъсир 
қилувчи 























2 =→ jiTLTLzTij  –матрицавий элементлар интеграл 



















































Ҳар бир фиксирланган 
( ) ,\ HCz ess  сони учун )(, zT   операторнинг 
барча матрицавий элементлари Ҳильберт-Шмидт оператори бўлади (ядроси tx,  
ларнинг функцияси сифатида узлуксиз функция бўлганлиги боис), шу сабабли 
у компакт оператордир. 
Мазкур мақоланинг навбатдаги натижаси қуйидаги теоремадан иборат 
бўлиб, у  ,
H
 ва 
)(, zT   операторларнинг хос қийматлари ўртасидаги 
боғланишни ифодалайди. 
2-теорема. 
( ) ,\ HCz ess  сони  ,H  операторнинг хос қиймати бўлиши 
учун 1 сони 
)(, zT   операторнинг хос қиймати бўлиши зарур ва етарлидир.  
Бундан ташқари, z  ва 1 хос сонларининг карраликлари устма-уст тушади. 
Одатда  
  )(, zT=  
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операторли тенгламага  ,
H
 модель оператор хос функцияларига мос 
Фаддеев тенгламасининг аналоги дейилади. 2-теоремани исботлашда чизиқли 
тенгламалар системасини ечиш усуллари ва Функционал анализ курси 
усулларидан фойдаланилади. Вейл мезони, 2-теорема ва Фредгольм теоремаси 
ёрдамида 1-теоремани исботлаш мумкин. 
СИММЕТРИКЛАШТИРИЛГАН ФАДДЕЕВ ТЕНГЛАМАСИ 
Кўп ҳолларда Фаддеев тенгламасидан фойдаланиш керакли самарани 
беравермайди. Шу нуқтаи назардан унинг симметриклаштирилган вариантини 
киритиш ва асосий хоссаларини тадқиқ қилиш мақсадга мувофиқдир. Ҳар бир 
фиксирланган 
( ) ,min Hz ess  сони учун )(
1)2(
































 матрицавий элементлар )(
1)2(
2 TL  Ҳильберт фазосида 















































































Юқоридаги каби ҳар бир фиксирланган 
( ) ,min Hz ess  сони учун )(, zТ 

 






 матрицавий элементлари Ҳильберт-
Шмидт оператори бўлади (ядроси tx,  ларнинг функцияси сифатида узлуксиз 
функция бўлганлиги боис), шу сабабли у компакт оператордир. 
 ,H  ва )(, zТ 

 операторларнинг хос қийматлари орасидаги муносабатни 
ифодаловчи қуйидаги теоремани келтирамиз. 
3-теорема. 
( ) ,min Hz ess  сони  ,H  операторнинг хос қиймати бўлиши 
учун 1=  сони )(, zТ 

 оператор учун хос қиймат бўлиши зарур ва етарлидир. 
Бундан ташқари, z  ва 1  хос қийматларининг карралиги устма-уст тушади. 
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Эслатма. Агар 
( ) ,min Hz ess  бўлса, у ҳолда барча Tx  лар учун 
0);()1(  zx  ва 
0);()2(  zx  бўлади. 
Эслатма. Одатда   )(, zТ

=  операторли тенгламага  ,
H
 модель 
оператор хос функцияларига мос симметриклаштирилган Фаддеев 
тенгламасининг аналоги дейилади. 
Фаддеев тенгламаси  ,
H
 модель оператор муҳим спектрининг жойлашув 
ўрни ҳақидаги натижани исботлашда кенг тадбиқга эга. 
Симметриклаштирилган Фаддеев тенгламаси эса  ,
H
 модель оператор дискрет 
спектрининг чекли ёки чексиз бўлиш шартларини аниқлашда муҳим роль 
ўйнайди. 
БИРМАН-ШВИНГЕР ПРИНЦИПИ 
Бирман-Швингер приципини баён қилишда зарур бўладиган баъзи 
белгилашларни келтириб ўтамиз.   сони ва чизиқли чегараланган ўз-ўзига 
қўшма A  оператор учун ),( An   сонини қуйидагича аниқланади: 
}1||||,,),(:sup{dim:),( == uFuuAuFAn  . 
Агар )(min Aess   бўлса, у ҳолда ),( An   сони чексиз бўлади. Агар 
),( An   сони чекли бўлса, у ҳолда бу сон A  операторнинг   сонидан катта хос 
қийматлари сонига тенг бўлади. Бунда хос қиймат карралиги билан қўшиб 
ҳисобланади. )(N  орқали A  операторнинг   сонидан кичик хос қийматлари 
сонини белгилаймиз. У ҳолда таърифга кўра 
)(min),,()( ,,   HHnN ess−−−−=  
тенглик ўринлидир. 
Қуйидаги теорема  ,
H
 га мос Бирман-Швингер принципини ифодалайди. 
4-теорема. 
( ) ,min Hz ess  сони учун )(, zТ 

 оператор компакт ва z  
бўйича узлуксиз бўлиб,  




 ,H  оператор муҳим спектридан чапда жойлашган хос қийматлар 
сонининг чекли эканлигини исботлашда 4-теоремада келтирилган Бирман- 
Швингер принципи ҳамда 21,  ҳақиқий сонлари ва 21, AA  компакт 
операторлар йиғиндиси учун ўринли бўлган Вейл тенгсизлиги деб аталувчи 
),(),(),( 22112121 AnAnAAn  +++  
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қўлланилади. 
 ,H  оператор муҳим спектридан чапда жойлашган хос қийматлар 
сонининг чексиз эканлигини исботлашда ва хос қийматлар сони учун 
асимптотик формула олишда )(, zТ 

 операторнинг сингуляр қисми ажратилиб, 
тадқиқ қилинади. 
[1-13] мақолаларда панжарадаги учта заррачалар системасига мос турли 
хил модель операторларнинг муҳим ва дискрет спектрлари Фридрихс 
моделлари оиласининг спектрал хоссаларидан фойдаланиб ўрганилган. [14-30] 
ишларда эса умумлашган Фридрихс моделлари оиласи тадқиқ қилинган ҳамда 
худди Фридрихс моделлари оиласи каби умумлашган Фридрихс моделлари 
оиласи ҳам кўпи билан учта заррачалар системасига мос операторли 
матрицаларнинг спектрал хоссаларини ўрганишда муҳим ҳисобланади. 
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